<¢ eleveai.fr La liberté d'apprendre

MATHS 1RE SPE FICHE D'EXERCICES

La dérivation : 20 exercices corrigés

maths 1re spé — du geste seul au probléme de contréle

Vingt exercices, du taux de variation au probléme de contrble, avec un rappel de cours de trois lignes avant
chaque niveau. Cherche d'abord au brouillon, puis ouvre la correction : elle est écrite étape par étape, et elle

dessine la courbe avec sa tangente.

* Un seul geste : exercices 1 a 8 niveaut

Une régle par exercice. On applique, on écrit le résultat.

Rappel de cours

Taux de variation de f entre a et b : M
a

fla+h) - f(a)
h

. C'est la pente de la SECANTE qui joint les deux points de la courbe.

Nombre dérivé : f’(a) est la limite de quand h tend vers 0. C'est la pente de la TANGENTE au point

d'abscisse a.
Tangente au point d'abscisse a : y = f'(a)(z — a) + f(a).

‘ 1\ 1 1
A connaitre : (") = na" ' ; <—) =—=; (V) = EWeR (ku) =ku' ;(u+v) =u +7.
T

T T
1  Soit f(z) = x? — 3z. Calculer le taux de variation de f entre 1 et 4.
2  Soit f(z) = z?. En revenant a la définition, calculer f'(3).

3 Ladroite orange est la tangente & la courbe de f au point A d'abscisse 1. Lire f(1) et f/(1).

)
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4 Donner la dérivée, puis la valeur demandée :

a) f(z) = x*; calculer f'(2).
1
b) g(x) = = calculer g'(—1).

c) h(z) = +/z ; calculer h'(9).

5 Dériver,pourz #0: f(z) = 2°; g(z) = = ; h(z) = —.

6 Deriver f(z) = 43 — 5x? + Tx — 2.

7 Soit f(z) = x? — 3z + 1. Déterminer I'équation de la tangente & la courbe de f au point d'abscisse 2.

F(0+h) - £(0)
h

8 soit f(z) = |z|. Calculer pour h > 0, puis pour h < 0. f est-elle dérivable en 0 ?

*%* Type devoir : exercices 9 a 16 niveau?

Plusieurs gestes a enchainer, comme dans un contréle. On rédige.

Rappel de cours

. ! ! ! q u\/ u"v B uvl N ) 9
Produit : (uv)" = u'v + wv'. Quotient: ( — ) = ————, 13 ot v ne s'annule pas.

v v2
!
1 v’
Inverse: | — | = S
v v

Avec une fonction affine a l'intérieur : la dérivée de = — u(ax + b) estz — au'(az + b). On n'oublie pas le facteur a.

Deux droites paralléles ont la méme pente : une tangente paralléle & y = mx + p se cherche en résolvant f'(:):) =m.

9 Dériver f(z) = (2z +1)(2? — 3).

10 Soit f(z) = z+/z sur ]0; +00|. Calculer f'(z) et I'écrire le plus simplement possible, puis calculer f'(4).

2 —
11 Soit f(z) = ””+3
X

pour x # —3. Calculer f'(x), puis donner son signe.

12 soit g(z) = sur R. Calculer ¢’ (), puis ¢'(0) et ¢'(1).

2+ 1
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13 Dériver, en précisant ou c'est possible :
a) f(z) = (32 — 2)*
b) g(z) = v/2x + 6, puis calculer g'(5)

14 Soit f(z) = 2% — 2z.
a) Déterminer I'équation de la tangente T" au point d'abscisse 1.

b) En quels points la courbe a-t-elle une tangente paralléle a la droite y = 10z ?
15 . 1 N g L. ’
Soit f(x) = —. En revenant a la définition, montrer que f est dérivable en 2 et calculer f'(2).
T

16 On atracé la courbe de f(z) = z® — 3z et ses tangentes aux points d'abscisses —1, 0 et 1.
a) Lire f'(—1), f'(0) et f'(1) surle dessin.
b) Retrouver ces valeurs par le calcul.

c) Donner I'équation de la tangente en 0.

* %% Problemes : exercices 17 a 20 niveaus

Un exercice complet de contrOle, avec ses questions qui s'enchainent. Le nombre dérivé y devient une vitesse.

Rappel de cours

f'(a) est une VITESSE : la vitesse & laquelle f varie en a. Son unité est celle de f divisée par celle de x : métres par

seconde, euros par objet...
Vitesse moyenne entre deux instants : le taux de variation. Vitesse a un instant précis : le nombre dérivé.
Colt marginal : C’(q) est, a peu pres, le colt de fabrication d'UN objet de plus quand on en fabrique déja q.

On termine en répondant a la question posée, avec son unité.
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17 La pierre qui tombe de la falaise

Une pierre se détache du haut d'une falaise de 80 m. On néglige la résistance de I'air : au bout de £ secondes, elle est
tombée de d(t) = 5t2 métres.

a) Calculer sa vitesse moyenne entre t = 1 ett = 3.

b) En revenant & la définition, calculer sa vitesse a l'instant t = 2.

c) Au bout de combien de temps touche-t-elle le sol, et a quelle vitesse ? Donner cette vitesse en km/h.

18 Une planche de skate de plus

Un atelier fabrique des planches de skate. Fabriquer ¢ planches par jour coate C'(q) = ¢* + 50q + 1000 euros.

a) Calculer C'(gq), puis C'(20).

b) Calculer le codt réel de la 21¢ planche, C'(21) — C(20). Comparer.

¢) Chaque planche est vendue 130 euros. Tant qu'une planche de plus colite moins qu'elle ne rapporte, |'atelier a intérét a

produire davantage. Jusqu'a combien de planches par jour ?

19 Les deux tangentes issues d'un point

Soit P la parabole d'équation y = x? etle point A(l; —3), situé sous la parabole.
a) Ecrire I'équation de la tangente & P au point d'abscisse a.
b) Pour quelles valeurs de a cette tangente passe-t-elle par A ?

¢) En déduire les équations des deux tangentes a P qui passent par A.

20 Un médicament dans le sang

10t
Aprés une injection, la concentration d'un médicament dans le sang est C(t) = 21 (en mg/L), out > 0 est le temps en
heures.
10(1 — tz)
a) Montrer que C'(t) = ———~.
) d ®) (t2+1)2

b) Calculer C'(O) et donner I'équation de la tangente a l'origine. Que signifie ce nombre ?
c) Calculer C'(l) et C(1). Que se passe-t-il au bout d'une heure ?
d) Calculer C’(2) et I'interpréter.
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Corrigés : la dérivation, 20 exercices

Ces pages se détachent de la feuille d'exercices. Chaque étape est écrite, avec son pourquoi.
3=—-2etf(4)=16—-12=14.

1—
fax— TW M) 4-(=2) 6 _,
)

4-1 3 3

La sécante qui passe par A(1; —2) et B(4;4) a donc une pente de 2 : entre 1 et 4, f augmente en moyenne de 2 quand =

1. On calcule les deux images : f(1) =

augmente de 1.

A, Attention au signe moins : 4 — (—2) = 6, pas 2.

N W A OO

Coaa
PO N -

2. f(3+h) = (34 h)> =9+ 6h+ h%.

2R JE) 94 Oh W9 ShAW 6 hpourh#0

Quand h tend vers 0, 6 + h tend vers 6. Donc f est dérivable en 3 et f'(3) = 6.

0
{» On simplifie par h AVANT de faire tendre h vers 0 : sinon on obtient 6 qui ne veut rien dire.
A (34 h)? n'est pas 9 + h? : il manque le double produit 6h.
{» Sur le dessin : la sécante entre 3 et 4 (en vert) a une pente de 7 = 6 + 1. Quand h rétrécit, elle pivote autour de A et vient se

coucher sur la tangente (en orange), de pente 6.

12
10 A
8

-1_20 1//2 3 4 5

3. f(1) est 'ORDONNEE du point A : on lit f(1) = 2.
f'(1) estla PENTE de la tangente en A. On part de A(1;2) et on avance de 1 vers la droite : la tangente passe par (2;4). Elle

est montée de 2.

Donc f'(1) = ;l;i =2

@ On lit la pente sur la TANGENTE, pas sur la courbe : en x = 2, la courbe n'est qu'a 3.

4.2) f'(z) = 3z% donc f'(2) =3 x 4 = 12.
/ 1 , 1
b) g'(x) = —E,doncg (-1) = —7=-1

A, (—1)2 = 1 : le carré efface le signe de x, mais PAS le signe moins de la formule. g’ est négative partout : la fonction inverse

décroit sur chacun de ses deux intervalles.

1 1 1
! _ / = = —
c)h(z) = 2\/E,donch(Q) 5536

A, \/E n'est dérivable que pour > 0 : en 0, sa tangente est verticale.
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5. Laregle (a:”)' = nz" ! vaut pour tout entier n, négatif compris.

f'(z) = bzt

2
On écrit g(z) = 2% Alors ¢'(z) = —227% = ——.
T
12
On écrit h(z) = 3z~ Alors b/ (z) = 3 x (—4)z™° = =
A, L'exposant DIMINUE de 1: —2 — 1 = —3, et non —1. C'est I'erreur la plus fréquente avec les exposants négatifs.

6. La dérivée d'une somme est la somme des dérivées, et un nombre qui multiplie reste devant.
(42%) = 4 x 322 = 1222

(—5z?) = —5 x 2z = —10z.

(Tz)' =T7,et(=2) =0.

Donc f'(z) = 122% — 10z + 7.

., La constante —2 DISPARAIT : une constante ne varie pas, sa dérivée est nulle.

7. |l faut deux nombres : f(2) et f'(2).

F2)=4-6+1=—1

f'(z) =2z — 3,donc f'(2) = 1.

Tangente : y = f'(2)(x —2) + f(2) =1 x (x —2) — 1, soity = = — 3.

v Vérification : en = 2, la droite donne 2 — 3 = —1 = f(2). Elle passe bien par le point de la courbe.

., On n'oublie pas le « +f(2) » : sans lui, la droite a la bonne pente mais passe a c6té du point.

| N

-1 0 \1 2A,/3 4 5

w

o 1)~ F0)

. - e
Sih > 0:|h| = h, le quotient vaut 1.
Sih < 0:|h| = —h, le quotient vaut —1.

Quand h tend vers 0, le quotient vaut 1 d'un coté et —1 de l'autre : il n'a PAS de limite.
f n'est donc pas dérivable en 0. Sur la courbe, on voit un POINT ANGULEUX : aucune droite ne peut y étre la tangente.

{» f est pourtant bien définie en 0 : &tre définie ne suffit pas pour étre dérivable.

9. On pose u(z) = 2z + letv(z) = 2 — 3. Alors v/(z) = 2 etv'(z) = 2z.

fl(z) =v'v+u' =2(2? —3) + (2z + 1) x 2z

= 2z% — 6 + 422 + 2z = 62% + 2z — 6.

v Vérification : en développant d'abord, f(z) = 223 + x? — 6z — 3, dont la dérivée est bien 6% + 2z — 6.
© La dérivée d'un produit n'est PAS le produit des dérivées : u' X v/ = 4z est faux.
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10. u(z) =z, v/ (z) = 1;v(x) = /z,V'(z) = ——.

Fl@)=1x Vat+ox ——.

2./
Or - \/ : le second terme vaut ﬁ
vz 2
3
Donc f/(z) = /7 + g =z
3

f’(4):§ X 2=23.
T
{» Simplifier — en 1/ rend le résultat lisible : c'est le réflexe & prendre.

N3

Sur le dessin, la tangente au point (4; 8) a bien une pente de 3 : y = 3z — 4.

NN

= N W PH OO N©®O O

0/23456

'
N
0
-

M.u(z) =2z —1,v(z) =2;v(z) =z +3,v(z) =1

f(z) = u’vv—2uv’ _ 2(z+3)—(2z—1) x 1'

(z +3)2
Numérateur: 2z +6 —2x + 1 =T7.
7
Donc fI(IB) = m

Un carré non nul est strictement positif : f'(x) > 0 pour tout z # —3.

A, La parenthése autour de (22 — 1) est indispensable : sans elle, on écrit —22 — 1 et on trouve 5 au lieu de 7.

A, On ne développe pas le dénominateur (ac + 3)2 : sous forme de carré, son signe se lit tout de suite.

{» Surle dessin : f n'est pas définie en —3, sa courbe est en deux morceaux, et chacun MONTE — c'est ce que dit f’ > 0.

= N W H O N©

12. v(z) = 22 + 1 ne s'annule jamais (elle vaut au moins 1) : g est dérivable sur IR.
g

! /
v'(z) = 2z, et <l> = —%.
v v

Donc ¢'(z) = —2—33.
(:1:2 + 1)2
g'(0) = 0: la tangente en 0 est horizontale.
g(1) = 2
22 2

1\ 1 1
(—] <—) n'est pas — :ici, —— serait faux, et méme pas défini en 0.
v v 2x
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3 2 012\

13. Larégle : la dérivée de u(ax + b) esta x u'(ax + b).

a)lciu(X) = X*etax +b =3z —2,donca = 3. f'(z) = 3 x 4(3z — 2)3 = 12(3z — 2)3.
1 1

22z + 6 B V2r+6

b) g est dérivable la ot 2z + 6 > 0, soitz > —3. g'(z) = 2 x
1 1
/
B) = —— — .
90 =5 =1

1 1 1
c)h(z) = YavecX:5—m,donca: —1. A/ (z) = —-1x ((5—3:)2) = (5_m)2,pourw7é5.

A, Le facteur a vaut ici —1 : il change le signe. L'oublier donne h' négative, alors que h est croissante.

14.2) f(1) =1 -2 = —1; f'(z) = 32> — 2, donc f'(1) = 1.
T:y=1x(z—1)—1,soity =z — 2.

b) Paralléle 2 y = 10z veut dire : méme pente, 10. On résout f'(z) = 10.

322 —2=10donne 22 = 4, doncz = 20ux = —2.

f(2)=8—-4=4etf(-2)=-84+4=-4.

Ce sont les points (2;4) et (—2; —4), ou les tangentes ont pour équations y = 10z — 16 ety = 10z + 16.
A, Onrésout f'(z) = 10, etnon f(x) = 10z : on cherche une PENTE, pas un point d'intersection.

oL
ab »

1 1
15. f(2+h) — f(2) = 5 h 3 On réduit au méme dénominateur :
_2—(2+h)  —h

2(2+h)  2(2+h)

On divise par h (avec h # 0) ; f(2+h) - f(2) -1

h T 202+h)
Quand h tend vers 0, 2(2 + h) tend vers 4 : le quotient tend vers 71
1
Donc f est dérivable en 2 et f'(2) = e
+ C'est bien ce que donne la formule : —= vaut _4_1 en 2.
x

., Diviser par h, c'est multiplier le dénominateur par h : le h du numérateur disparatit, et c'est tout le but.

1 1
Sur le dessin, la tangente au point (2; 5) descend de 1 quand on avance de 4 : y = wa + 1.
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4 Jo 1 2 3 4 B

16. a) En A et en B, la tangente est HORIZONTALE : sa pente est nulle. Donc f/'(—1) = 0 et f'(1) = 0.
En O, la tangente passe par (0;0) et (1; —3) : elle descend de 3 quand on avance de 1. Donc f'(0) = —3.
b) f'(z) =3z —3. f(-1) =3-3=0;f(0)=-3; (1) =0. v

c)f(0)=0etf'(0) =—-3:y=—3(x—0)+0, soity = —3z.

1» Une tangente horizontale signale ici un sommet ou un creux de la courbe : c'est ce qu'on exploitera au chapitre des variations.

17. La pierre qui tombe de la falaise

a)d(1l) = 5etd(3) = 45. Vitesse moyenne : 435 _15

b)d(2 + h) = 5(4 + 4h + h?) = 20 + 20h + 5h?, et d(2) = 20.

d(2+h)—d(2)  20h+ 5h°
h a h

At = 2s, la pierre tombe a 20 m/s.

40
= — =20 m/s.
2

= 20 + 5h, qui tend vers 20 quand h tend vers 0.

{» Méme nombre qu'en a), et ce n'est pas un hasard : pour une fonction du second degré, la vitesse au MILIEU d'un intervalle
égale la vitesse moyenne sur cet intervalle.

c) Elle touche le sol quand d(t) = 80 : 5t = 80, t> = 16, donc t = 4 s (un temps est positif).

d'(t) = 10¢t, donc d'(4) = 40 m/s.

En km/h : 40 x 3,6 = 144 km/h.

A, d'(t) esten metres PAR SECONDE : pour passer en km/h, on multiplie par 3,6, on ne divise pas.

d(t)
(m)

0 5 20 45 80

18. Une planche de skate de plus

a) C'(q) = 2q + 50, donc C’(20) = 90. Le colt marginal & 20 planches est de 90 euros par planche.

b) C(20) = 400 + 1000 + 1000 = 2400 et C'(21) = 441 + 1050 + 1000 = 2491.

La 21e planche codte donc 2491 — 2400 = 91 euros : presque exactement C’(20).

{» C'est le sens du nombre dérivé en économie : C’(q) donne, a peu pres, le colt d'UNE planche de plus.

c) Onveut C’(q) < 130:2q + 50 < 130, soit 2¢g < 80, donc g < 40.

En dessous de 40 planches par jour, une planche de plus rapporte plus qu'elle ne colite : I'atelier a intérét a monter jusqu'a 40
planches par jour.

., On compare le colt d'une planche DE PLUS au prix de vente, pas le colt TOTAL : 2400 euros pour 20 planches ne se compare
pas a 130.

C'(q)(€) 90 92 130
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19. Les deux tangentes issues d'un point

a) f(z) = 2%, f'(x) = 2z. Au point d'abscisse a : y = 2a(x — a) + a?, soity = 2ax — a®.

b) La tangente passe par A(1; —3) si ses coordonnées vérifient 'équation : —3 = 2a x 1 — a’.
. 5 244 2—4

On obtienta* —2a —3=0.A =4+ 12 =16,donca = —5 =3o0ua = —5 = —1.

c)Poura=3:y =6z —9.Poura=—-1:y= -2z —1.

 Vérification avec A: 6 — 9 = —3 et —2 — 1 = —3. Les deux droites passent bien par A.

{» L'inconnue n'est pas « mais a, I'abscisse du point de contact : c'est ce changement de regard qui fait I'exercice.

20. Un médicament dans le sang
a)u(t) = 10t, v/ (t) = 10;v(t) = t* + 1, 9'(t) = 2t.
o'(t) 1082 +1) — 10t x 2t 10 — 1062 10(1 — ¢2)
B (t2 +1)2 - (2 +1)2 - (L2 +1)2°
10
b) C'(0) = T = 10. Comme C(0) = 0, la tangente & l'origine est y = 10¢.

Juste apreés l'injection, la concentration monte a la vitesse de 10 mg/L par heure.

10
c)C'(1)=0etC(1) = - = 5 mg/L. La tangente est horizontale : la concentration cesse de monter. Elle atteint 5 mg/L au bout
d'une heure, puis commence a baisser.

o) - 001 _ 0

=—— =—-1,2.
25 25
Deux heures apreés l'injection, la concentration BAISSE, a la vitesse de 1,2 mg/L par heure : le corps élimine le médicament.

A, Un nombre dérivé négatif ne veut pas dire que la concentration est négative : elle vaut C(2) = 4 mg/L. Il dit qu'elle DIMINUE.

o N
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