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MATHS 2NDE FICHE D'EXERCICES

Ensembles et logique : 20 exercices
corrigeés

maths 2nde — du geste seul au probléme de contréle

Vingt exercices, du geste seul au probleme : appartenance et inclusion, réunion, intersection et complémentaire,
« et » et « ou », négation, contre-exemple, implication, réciproque et équivalence. Le feu rouge et le code de la
route, les conditions d'une aide aux jeunes, une formule qui donne quarante nombres premiers de suite... puis se
trompe, un aquarium pour deux espéeces de poissons. Des schémas quand ils aident : diagrammes de Venn,

intervalles, tableaux. Un rappel de cours avant chaque niveau.

* Un seul geste : exercices 1 a 8 niveaut

Une régle par exercice : appartenir, étre inclus, réunir, croiser, nier.

Rappel de cours

z € A :I'ELEMENT z appartient a I'ensemble A. A C B : 'TENSEMBLE A est inclus dans B (tout élément de A est dans
B).

AN B («Ainter B ») : les éléments dans A ET dans B. A U B (« A union B ») : les éléments dans A OU dans B (ou les

deux).
Le complémentaire A : les éléments de l'univers qui ne sont PAS dans A.

Pour montrer qu'une affirmation « pour tout... » est fausse, UN contre-exemple suffit.

1 Compléter avec € ou ¢ :
a)3...Nb)—2...N¢)0,5...Qd)v2...Qe)7r ... R
f)Compléteravec C:N ... Z ... D ... Q... R

2 SoitA={2;4;6; 8} et Blensemble des nombres pairs compris entre 1 et 10.
a) Ecrire B en extension (en listant ses éléments).

b)AtonAC B?B C A?

3 Soit] =[-2;5]etJ =]1; 7]. Déterminer I N JetI U J.
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4 A estl'ensemble des diviseurs de 12, et B celui des diviseurs de 18.
a) Ecrire A et B en extension.
b) Ecrire AN Bet AU B.
c) Que représente AN B ?

5  Ecrire sous forme d'intervalle, ou de réunion d'intervalles, I'ensemble des réels z tels que :
a)«x >2etx <b»
b)«x < —1loux >3»

6  Ecrire la négation de chaque phrase :
a) « |l pleut et il fait froid. »
b) « Tous les éléves de la classe ont réussi. »

c)«x =3»

7 Un éléve affirme : « Pour tout réel x, x2 > x. » A-t-il raison ?

8 a)L'implication « si i est un multiple de 4, alors n est pair » est-elle vraie ?

b) Enoncer sa réciproque. Est-elle vraie ?

** Type devoir : exercices 9 a 16 niveau2

Plusieurs étapes, comme au contrdle : traduire, décider vrai ou faux, justifier.

Rappel de cours

« P = Q »:si P estvraie, alors () I'est. Sa RECIPROQUE est « Q = P ». Si les deux sont vraies : EQUIVALENCE,
« P& Q ».

Nier « pour tout z, ... » donne « il existe un x tel que non ... ». Nier « il existe » donne « pour tout ... non ».

Nier « P et @ » donne « non P ou non @ » ; nier « P ou Q » donne « non P et non @ ».

9  Vraiou faux ? Justifier.
a«z=2=z2=4»
by«x?=4=2=2»

c) Ecrire une équivalence correcte qui commence par « 22 =45 ».
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L'univers est R. Soit A =] — 00 ; 2] et B = [0; 5].
a) Déterminer le complémentaire A.

b) Déterminer AN B et AN B.

a) Ecrire « ¢ € [1; 4] » a l'aide de deux inégalités et d'un connecteur.

b) En déduire la négation de « & € [1; 4] », puis I'ensemble des réels qui ne sont pas dans [1; 4].

L'universest E = {1; 2; ... ; 20}. A estI'ensemble des multiples de 3 de E, et B celui des multiples de 5.
a) Ecrire A, Bet AN B.

b) Combien A U B a-t-il d'éléments ? Et son complémentaire dans E' ?

Vrai ou faux ? Ecrire la négation de chaque phrase, puis dire laquelle, de la phrase ou de sa négation, est vraie.
a) « Tous les nombres premiers sont impairs. »

b) « Il existe un réel x tel que 22 <0.»

a) Démontrer que : si n est un entier impair, alors n? est impair.
b) Enoncer la réciproque. On admet que si 1 est pair, n? est pair : en déduire que la réciproque est vraie.

c) Peut-on écrire une équivalence ?

Résoudre, et écrire la solution sous forme d'intervalle ou de réunion d'intervalles :
a)«2x—1>3etx < 6»
b)«2zx —1>3oux <0»

Vrai ou faux ? Justifier.
a) « Si ABC'D est un carré, alors ses diagonales ont la méme longueur. »
b) Sa réciproque.

c) « ABC D est un parallélogramme <> ses diagonales ont le méme milieu. »



* %% Problemes : exercices 17 a 20 niveaus

Des phrases de la vie : on les traduit en logique, on décide, on explique.

Rappel de cours

Dans la vie aussi, une réciproque peut étre fausse : « s'il pleut, le sol est mouillé » ne dit pas que le sol mouillé vient de la

pluie.
Des parenthéses changent le sens : « Aet (B ou C) » n'est pas « (A et B) ou C ».

Mille exemples ne prouvent pas un « pour tout » ; un seul contre-exemple le détruit.

17 Le feu rouge

Le code de la route dit : « si le feu est rouge, alors je m'arréte ».
a) Enoncer la réciproque. Est-elle vraie ?
b) Ecrire la négation de la régle. Dans quelle situation I'automobiliste est-il en infraction ?

c) Un policier voit une voiture passer sans s'arréter. Que peut-il conclure sur le feu, si le conducteur respecte la regle ?

18 Qui a droit a I'aide ?

Une commune verse une aide aux jeunes : « il faut avoir moins de 25 ans ET étre étudiant ou demandeur d'emploi ». Quatre
personnes se présentent : Lou, 19 ans, étudiante ; Malik, 23 ans, salarié ; Nina, 31 ans, demandeuse d'emploi ; Théo, 24
ans, demandeur d'emploi.

a) Ecrire la condition avec des parenthéses, sans ambiguité.

b) Qui a droit a l'aide ?

c¢) Qu'est-ce qui change si I'on lit « (moins de 25 ans et étudiant) ou demandeur d'emploi » ?

19 Laformule qui se trompe a 40

Le mathématicien Leonhard Euler a remarqué, au XVllle siécle, que le nombre n? + n + 41 semble toujours premier.
a) Calculer ce nombre pour n = 0, 1 et 2. Sont-ils premiers ?
b) On admet que c'est vrai pour tous les entiers de 0 a 39. Peut-on en conclure que c'est vrai pour tout entier naturel n ?

c) Calculer ce nombre pour n = 40. Conclure.

20 L'aquarium pour deux espéces

Un poisson néon vit bien entre 22 °C et 28 °C ; un poisson disque entre 25 °C et 30 °C (bornes comprises). On note N =
[22; 28] et D = [25; 30].

a) A quelles températures peut-on les garder ensemble ? Ecrire I'ensemble avec N et D.

b) A quelles températures au moins l'une des deux espéces est-elle bien ?

c) L'aquarium est réglé a 24 °C. Pour chaque espéce, dire si24 € N, puissi 24 € D.
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Corrigés : ensembles et logique, 20 exercices

Ces pages se détachent de la feuille d'exercices. Chaque étape est écrite, avec son pourquoi.

1. a) 3 € N, un entier naturel.

b) —2 ¢ N : il est négatif. Mais —2 € Z.

1
0)0,5—5 € Q.

d)v/2 ¢ Q : il est irrationnel.

e)m € R(mais ¢ Q).

HNCZ c D c Q C R: chaque ensemble est contenu dans le suivant.
© Le piege : écrire 3 C N. C relie deux ENSEMBLES ; entre un élément et un ensemble, c'est €. (On écrirait {3} C N.)

Nombre
3
-2
0,5
V2

1L

2.a)B=1{2;4;6;8;

N

oui

non

non

non

non

10}.

Z

oui

oui

non

non

non

Q

oui

oui

oui

non

non

b) Chaque élément de A estdans B : A C B.
Mais 10 € B et 10 ¢ A : B n'est PAS inclus dans A.
{» Pour prouver A C B, il faut vérifier TOUS les éléments de A ; pour prouver que B gZ A, UN élément suffit.

- ~
2
4
6
8
\E Y,

3. On dessine les deux intervalles I'un sous l'autre, avec les mémes graduations : I'intersection se lit a la verticale.

INJ:les réels dans les DEUX, la ou ils se chevauchent. I N J =]1; 5] (1 est exclu, car exclu de J ; 5 est inclus, car inclus

dans les deux).

I'U J :les réels dans 'un OU l'autre. I U J = [—2; 7].

@ Le piege : écrire I N J = [1; 5]. Pour étre dans l'intersection, une borne doit &tre dans les DEUX intervalles.

-3-2-10123456738

-3-2-10123456738
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InJd

-3-2-101 23456738

4.a)A={1;2;3;4;6;12}etB={1;2;3;6;9; 18}.
b)yANB={1;2;3;6}et AUB={1;2;3;4;6;9;12; 18}.
c) Les diviseurs COMMUNS de 12 et 18. Le plus grand, 6, est leur PGCD.

@ Le piége au b) : écrire deux fois 1, 2, 3 et 6 dans la réunion. Un ensemble ne répéte pas ses éléments.

r N

f

\E J

5. a) « Et » : il faut les DEUX conditions & la fois. z est entre 2 et 5, bornes exclues : |2 ; 5[. C'est l'intersection de |2 ; 400 et de
] —o0; 5[

b) « Ou » : UNE des deux conditions suffit. | — co; —1[U]3; +o0[. C'est une réunion, en deux morceaux.
@ Le piége au b) : écrire ]3 ; —1[, qui ne veut rien dire. Un « ou » entre deux zones séparées donne DEUX intervalles.

a)

-3-2-101 23456 7

b) b)

-3-2-101 23 456 7

6. a) « Il ne pleut pas OU il ne fait pas froid. » La négation d'un « et » est un « ou » : il suffit que I'une des deux conditions manque.
b) « Au moins un éléve de la classe n'a pas réussi. » La négation de « tous » n'est pas « aucun » : un seul échec suffit.
c)«x < 3»(etnonx < 3:le 3 lui-méme vérifie z > 3).

@ Le piége au b) : « Aucun éléve n'a réussi ». C'est trop fort : il suffit d'UN éléve qui échoue pour que « tous ont réussi » soit faux.

x23

r
S e s e e e e
-1 01 2 3 45 6 7
sa négation: x <3

.
3
-1 01 2 3 45 6 7

7. C'est vrai pour beaucoup de nombres : 32 =9 > 3, (—-2)2 =4 > —2.
Mais avec z = 0,5 : 0,52 = 0,25, et 0,25 < 0,5. C'est un CONTRE-EXEMPLE : I'affirmation est fausse.

1> Sur le dessin, la parabole y = x? passe SOUS la droite y = x entre 0 et 1 : tous les nombres de ]0 ; 1[ sont des contre-
exemples.

@ Le piége : conclure « c'est vrai » aprés trois exemples. Des exemples ne prouvent jamais un « pour tout ».
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2
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8. a) Sin = 4k, alors n = 2 X (2k) : n est pair. L'implication est VRAIE.
b) La réciproque échange les deux parties : « si 12 est pair, alors n est un multiple de 4 ».
Elle est FAUSSE : 6 est pair, mais n'est pas un multiple de 4. C'est un contre-exemple.

1» Une implication vraie peut avoir une réciproque fausse : il faut toujours les vérifier séparément.

n pair ? multiple de 4 ?
2 oui non
4 oui oui
6 oui non
8 oui oui
10 oui non
12 oui oui

9. a) VRAI : siz = 2, alors 22 = 4.
b) FAUX : z = —2 vérifie z? = 4 mais pas x = 2. C'est un contre-exemple.
o)’ =4 =20ux = —2.

{» Sur le dessin : la droite horizontale y = 4 coupe la parabole en DEUX points, d'abscisses —2 et 2.

@ Le piége : oublier la solution négative. « Prendre la racine » des deux cotés ne donne que 2.

10. a) Les réels qui ne sont PAS inférieurs ou égaux a 2 : A= ]2 ; +oo[. Le 2 appartient a A, donc pas a son complémentaire.

b) ANB =[0;2]et AN B =]2; 5).
{» Les deux morceaux se recollent : [0; 2]U]2; 5] = [0; 5] = B, sans chevauchement.

© Le piége au a) : écrire [2 5 —i—oo[. Un réel ne peut pas étre a la fois dans A et dans A.

N
h——
B -
o —4—
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complémentaire de A

——
01 2 3 45 6 7

e+
210

w ——
h ——
7).
o ——

1. a)«x > 1ETz < 4».
b) La négation d'un « et » estun «ou» :«x < 10U x > 4 ».
L'ensemble correspondant est | — oo ; 1[U]4; 4o00].

© Lepiege: «x < 1 ETx > 4 ». Aucun réel n'est a la fois plus petit que 1 et plus grand que 4 : on obtiendrait I'ensemble vide.

[1;4]
et —————
414 0 1 2 3 4 5 6
négation négation
!
414 0 1 2 3 4 5 6

12.a) A={3;6;9; 12; 15; 18}, B = {5; 10; 15; 20}, et AN B = {15} : les multiples de 15.
b)6 + 4 — 1 = 9 éléments : on retire 15, compté deux fois. Le complémentaire de A U Bena 20 — 9 = 11.

{» C'est la méme regle qu'en probabilités : pour une réunion, on ajoute, puis on retire ce qui a été compté deux fois.

r A

E={1;..; 1 autres)

13. a) Négation : « Il existe un nombre premier qui n'est pas impair », c'est-a-dire pair. Elle est VRAIE : 2 est premier et pair. La
phrase de départ est donc fausse, et 2 en est le contre-exemple.

b) Négation : « Pour tout réel x, x2 > 0. » Elle est VRAIE : un carré n'est jamais négatif. La phrase de départ est fausse.

{» Une phrase et sa négation ne sont jamais vraies ensemble, ni fausses ensemble : exactement I'une des deux est vraie.

nombre premier pair ?
2 oui
3 non
5 non
7 non
11 non

14. a) n impair s'écrit n = 2k + 1, avec k entier. Alors n? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1 : c'est un nombre impair.

b) Réciproque : « si n? est impair, alors n est impair ». Supposons n? impair : . ne peut pas étre pair, car alors n?

serait pair. Donc
n est impair : la réciproque est vraie.

c) Oui : « m est impair < n? est impair ».
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{» Au b), on a raisonné « par I'absurde » : on écarte la seule autre possibilité.
© Le piége au a) : vérifier sur 1, 3, 5 et s'arréter la. Des exemples ne démontrent rien ; la lettre k£ couvre TOUS les impairs a la

fois.

n n2 parité de n?
1 1 impair

2 4 pair

3 9 impair

4 16 pair

5 25 impair

6 36 pair

15. On résout d'abord l'inéquation : 22 — 1 > 3 donne 2z > 4, donc x > 2.
a)«x > 2etz < 6»:]2; 6], une intersection.
by«xz >2o0uz <0»:]—o00;0]U]2; +00], une réunion en deux morceaux.

{» Méme inéquation, méme droite graduée ; seul le connecteur change, et avec lui toute la réponse.

a)

-2-101 23456178

b) b)
210123456738

16. a) VRAI : un carré est un rectangle, et les diagonales d'un rectangle ont la méme longueur.

b) Réciproque : « si les diagonales ont la méme longueur, alors ABC' D est un carré ». FAUX : un rectangle non carré, comme sur
le dessin, a des diagonales de méme longueur sans étre un carré.

c) VRAI dans les deux sens : c'est |la caractérisation du parallélogramme par ses diagonales.

@ Le piége au b) : croire que « mémes diagonales » suffit. Pour un carré, il faut AUSSI qu'elles soient perpendiculaires et qu'elles
aient le méme milieu.

N W A O

17. Le feu rouge

a) « Si je m'arréte, alors le feu est rouge. » FAUSSE : on s'arréte aussi a un stop, pour laisser passer un piéton, dans un bouchon.
b) La regle est fausse seulement quand « le feu est rouge ET je ne m'arréte pas ». C'est la seule case d'infraction du tableau.

c) Il ne s'est pas arrété ; s'il respecte la regle, le feu ne pouvait PAS étre rouge. « Si je ne m'arréte pas, alors le feu n'est pas rouge »
dit la méme chose que la régle : c'est sa CONTRAPOSEE.

{» La réciproque change le sens ; la contraposée le garde.
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Je

Je passi
m'arréte =
F egl
eu red'® INFRACTIC
rouge respectée
Feu s \
régle régle
pas i i
respectée respecté«
rouge

18. Qui a droit a l'aide ?

a) « moins de 25 ans » ET (« étudiant » OU « demandeur d'emploi ») : I'age est obligatoire, puis I'une des deux situations.

b) Lou : 19 < 25 et étudiante, OUI. Malik : moins de 25 ans mais ni étudiant ni demandeur d'emploi, NON. Nina : 31 ans, NON, la
condition d'age manque. Théo : 24 < 25 et demandeur d'emploi, OUI.

c) Avec l'autre lecture, tout demandeur d'emploi y aurait droit, quel que soit son &age : Nina, a 31 ans, deviendrait bénéficiaire.

1» Un réglement mal parenthésé n'est pas un détail : ici, il change qui recoit I'argent.

Age Etudiant -

25 ou DE
Lou oui oui oL
Malik oui non no
Nina non oui no
Théo oui oui oL

19. La formule qui se trompe a 40

a) 41, 43 et 47 : trois nombres premiers.

b) Non : quarante exemples ne prouvent pas un « pour tout ». Il faudrait une démonstration.

c)40% 440 + 41 = 1600 + 40 + 41 = 1681 = 412 = 41 x 41 : ce n'est PAS un nombre premier.

n = 40 est un contre-exemple : I'affirmation « pour tout entier naturel n, n? +n+ 41 est premier » est fausse.
{» Astuce pour le voir sans calcul : 40% + 40 + 41 = 40 x 41 + 41 = 41 x 41.

© Le piége : s'arréter aux premiers exemples. C'est exactement I'erreur que I'exercice veut faire toucher du doigt.

n nz + n + 41 premier ?
(2] 41 oui

1 43 oui

2 47 oui

39 1601 oui

40 1681 NON : 41 x 41

20. L'aquarium pour deux espéces

a) Il faut convenir aux DEUX : N N D = [25; 28|.

b) Il suffit de convenir a I'une : N U D = [22; 30].

c)24 € N :le néon va bien. 24 ¢ D : c'est trop froid pour le disque. Donc 24 ¢ N N D, mais 24 € N U D.

{» Pour garder les deux espéces, on régle le chauffage entre 25 et 28 °C, par exemple a 26 °C.
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néon

202122232425262728293031

disque

202122232425262728293031

les deux

202122232425262728293031
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