<¢ eleveai.fr La liberté d'apprendre

MATHS 1RE SPE FICHE D'EXERCICES

La trigonomeétrie : 20 exercices corrigés

Vingt exercices, du radian au probléme de contrdle, avec un rappel de cours de trois lignes avant chaque niveau.
Garde un cercle trigonométrique au brouillon : presque toutes les réponses s'y lisent. Les corrections le dessinent

pour toi.

* Un seul geste : exercices 1 a 8 niveaut

Une régle par exercice. On applique, on écrit le résultat.

Rappel de cours

o s
Le RADIAN : 180" = 7 radians. Des degrés aux radians, on multiplie par ——

180

Sur le cercle trigonométrique (centre O, rayon 1), le réel x se place en parcourant depuis I(l; O) un arc de longueur ]w\ :

dans le sens inverse des aiguilles d'une montre si z > 0.

Si M est le point image de x : cos  est 'ABSCISSE de M, sin z son ORDONNEE.

V3 m V2

R T s ™
A connaitre : cos0 = 1,cos — = —, cos — = —, cos — = —, cos — = 0. Pour le sinus, le méme tableau dans
6 2 4 2 3 2 2

I'ordre inverse.

1 a)Convertiren radians : 30°, 1357, 270°.

57 Tm
b) Convertir en degrés : 5 et —.

4

™
2  a) Surun cercle de rayon 1, quelle est la longueur de I'arc intercepté par un angle de g radian ?
b) Une piste d'athlétisme a un virage en demi-cercle de rayon 36,5 m. Quelle distance parcourt un coureur dans ce

virage ? (arrondir au dixieme)
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3 . o o o w 3m Tw
Placer sur le cercle trigonométrique les points images des réels —, ——, — et —.
2 3 4 6
o
sin 2
I
™ 0
o cos
o
2

T s .
4 Le point M est le point image de g Lire ses coordonnées sur la figure, puis donner cos § etsin —.

3

ol

T
5 M estle pointimage d'un réel x de } 0; 5 [ et H son projeté sur I'axe des abscisses.

a) Dans le triangle O H M rectangle en H, exprimer cos x et sin « avec les longueurs du triangle.

™
b) En déduire OH et HM pour x = s
. T . T T . T
6 Donner sans calculatrice : cos —, sin —, cos —, sin — et cos 7.
4 6 2 3
iy .o m . iy
7  Ondonne cos 3 ~ 0,809 et sin 5 ~ 0,588. Donner cos (——) et sin (——).

) 5

8 Calculer cos (27r + g) sin (% + 27r> et cos (% — 27r).
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** Type devoir : exercices 9 a 15 niveau2

Plusieurs gestes a enchainer, comme dans un contréle. On rédige.

Rappel de cours

ANGLES ASSOCIES, lus sur le cercle : cos(m — ) = — cosz etsin(m — z) = sinz ; cos(m + ) = — cos z et

sin(m + x) = —sine.
Pour tout réel x : cos® z + sin?z =1 (Pythagore dans le cercle de rayon 1).
Un GRAND réel : on retire des tours complets (27) jusqu'a tomber dans [0; 277[, puis on lit le cercle.

Un résultat se vérifie sur la figure : le SIGNE du cosinus dit si le point est a droite ou a gauche, celui du sinus s'il est en haut

ou en bas.

9 Calculer cos om sin om CcoSs i et sin —27T
! 6 "6 6 3 )

10 0On sait que cosz = s etque € [—; 0]. Calculer sin .
31w 177
11 Calculer cos = sin (— T) et cos(2027).

12 | Défi: remonter du cosinus au réel

Pour aller plus loin que le programme.

1
a) Trouver tous les réels = de [0; 27| tels que cos z = 3

V2

b) Méme question pour sinz = — 7
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13 Voici la courbe de la fonction cosinus.
a) Lire cos 0 et cos 7 (on prendra 7w =~ 3,14).
b) Sur [0; 27|, pour quelles valeurs de x a-t-on cosz = 0 ?

c) La courbe se répéte. Au bout de combien ? Pourquoi ?

1.5

0.5

-1.5

6.5

™
14 Une échelle de 5 m est posée contre un mur vertical. Elle fait avec le sol un angle de § radian.

a) A quelle hauteur touche-t-elle le mur ? (valeur exacte, puis au centimétre)

b) A quelle distance du mur est son pied ?

™
15 Démonstration (au programme). M est le point image de Z

T LT
a) Expliquer pourquoi cos 1 = sin 1

. ™
b) En utilisant cos® x + sin?z = 1, montrer que cos Z =

* %% Problemes : exercices 16 a 20

Un exercice complet de contréle, avec ses questions qui s'enchainent.

Rappel de cours

Un probléme de trigonométrie se ramene presque toujours au cercle : on place le point, on lit abscisse et ordonnée.
Si le réel est grand, on retire d'abord les tours ; s'il n'est pas dans le premier quadrant, on cherche le réel symétrique.

Une équation cos * = a ou sin = a a en général DEUX solutions sur un tour : une droite coupe le cercle en deux points.

ol

niveau 3

Une fonction de la forme cos(. . ) se répete : elle est périodique, parce que le point fait des tours.
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16 Démontrer cos(1r/3)

™
Démonstration (au programme). M est le point image de g I le point (1; 0) et H le projeté de M sur (OI).
a) Montrer que le triangle O M est équilatéral.
s
b) En déduire que H est le milieu de [OI], puis la valeur de cos 3

T
c) En déduire sin 3

17 La grande roue

Une grande roue a un rayon de 60 m ; son centre est @ 70 m du sol. Une nacelle part du point le plus & droite (& 70 m) et
tourne dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.

Quand la roue a tourné d'un angle x (en radians), la hauteur de la nacelle est h(x) = 70 + 60 sin .

a) Quelle est sa hauteur aprés un quart de tour ?

. . T
b) Aprées avoir tourné de — ?

. , . 13T
c) Aprés avoir tourné de T ?

d) Pour quels angles  de [0; 27| la nacelle est-elle 8 100 m ?

18 Approcher m comme Archiméde

On inscrit des polygones réguliers dans un cercle de rayon 1.

a) Un hexagone régulier inscrit a des cotés de longueur 1. En déduire que 3 < 7.

b) [AB] est un co6té d'un polygone régulier a n coétés. Montrer que AB = 2sin % (Couper le triangle O AB par sa hauteur
issue de O.)

c) Calculer le demi-périmétre n sin % pourn = 12, a 10~* pres.

d) Archimede est allé jusqu'a n = 96. Avec aussi les polygones circonscrits (n tan %), il obtient I'encadrement ci-dessous.
Combien de décimales de 7 garantit-il ?

T ™
3,1410 < 96sin — < 7 < 96tan — < 3,1428
9% 96

19 La marée

Dans un port de Bretagne, on modélise la hauteur d'eau (en métres) par h(t) = 5 + 3 cos %t ou t est le temps en heures
depuis la marée haute.

a) Calculer h(0), h(6) et h(12). Interpréter.

b) Montrer que h(t + 12) = h(¢). Que signifie ce résultat ?

c) Calculer h(2) et h(8).

d) Quelle est la hauteur d'eau au bout de 30 heures ?
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20 Leréel de l'année

) 20267
Soitx = 6

a) Ecrire x sous la forme a + k X 27, avec a € [0; 27| et k entier.

b) Dans quel quadrant se trouve le point image de x ?
c) Calculer cos x et sin x.

d) En déduire cos(z + 7) et sin(—zx).
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Corrigés : la trigonomeétrie, 20 exercices

Ces pages se détachent de la feuille d'exercices. Chaque étape est écrite, avec son pourquoi.

™
1. a) On multiplie par ——, puis on simplifie la fraction.

. 30m 180
180, O

135° = TOW = Tﬂ (on divise 135 et 180 par 45).
970° — 2]7071' B ?ﬂ

T 180 27
b) On remplace 7 par 180°.
5% _ 5x180° 150°.
w7 x180°
— = — =315"
4 4

7T o . e
{» Un repére utile : E = 30", et tous les autres en sont des multiples ou des moitiés.

2. Sur un cercle de rayon 7, un angle de 6 radians intercepte un arc de longueur r X 6. C'est la définition méme du radian.
™
a)r = 1 :I'arc mesure exactement 3 ~ 1,05.

b) Un demi-cercle, c'est un angle de 7 radians.
Longueur = 36,5 X m ~ 114,7 m.
A, Laformule 7 X 6 ne marche qu'avec 6 en RADIANS. Avec 180 (degrés), on trouverait 6570 m.

™
3. On part toujours de I(1;0). Un demi-tour vaut 7r, un quart de tour 3

T . . .
— :un quart de tour dans le sens direct. On arrive en haut, au point J(0; 1).

—— : le signe moins fait tourner dans le sens des aiguilles d'une montre, d'un tiers de demi-tour. On arrive sous I'axe, a droite.

3

3m

I : trois quarts de demi-tour dans le sens direct. On arrive en haut a gauche, sur la diagonale.
m ™ . . T . .

? =7+ E : un demi-tour, puis encore E On arrive en bas a gauche.

{» Pour placer un réel, on le coupe en « demi-tours + reste ».

cos

Ly
2

4. On projette M sur les deux axes.

1
Sur l'axe des abscisses, le pied de la projection tombe sur —.

Sur I'axe des ordonnées, il tombe sur —.

\/§> T 1 . m /3

1
Donc M (5, > , et par définition cos 3 = 3 sm§ = -

{» Le cosinus se lit a I'horizontale, le sinus a la verticale : « cos couché, sin debout ».
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sin n
3
V312 ---3
m ; 0
o 1 cos
2
_m
2
5. 2) Au collé coté adjacent OH i HM
. a)Au collége : cos ¢ = = etsine = ——.
g hypoténuse OM OM

Or OM = 1, puisque M est sur le cercle de rayon 1.
Donc cosz = OH etsinz = HM : ce sont exactement I'abscisse et 'ordonnée de M .

T 3 T
b)OH =cos - = — ~ 0,87Tet HM = sin - = —.
) 6 2 0 6 2
{» Le cosinus du cercle PROLONGE celui du collége : pour un angle aigu, c'est le méme nombre. Le cercle permet en plus de

parler d'angles obtus ou négatifs.

Ly
2

6. On place chaque réel sur le cercle, puis on lit I'abscisse (cos) ou l'ordonnée (sin).

Ccos % = 72 . le point est sur la diagonale, abscisse et ordonnée sont égales.
sin % = % : le point est encore bas, son ordonnée est petite.
CcoSs g = 0 : le point est en haut, sur |'axe des ordonnées.
L 3 . .
sin § = —— : le point est déja haut, son ordonnée est grande.
cosm = —1 : le point est tout & gauche, en (—1;0).

1 V3 T
A, Pour ne pas échanger 2 et X regarde la figure : E est prés de I'axe horizontal, donc son sinus est le petit.
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7. Les points images de x et de —x sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses.
lls ont la méme abscisse : cos(—z) = cos z. Le cosinus est PAIR.

lls ont des ordonnées opposées : sin(—xz) = — sin z. Le sinus est IMPAIR.
™ ™
Donc cos (—g) ~ 0,809 et sin (—g) ~ —0,588.

{» Pas besoin de connaitre g par coeur : la symétrie suffit.

8. Ajouter ou retirer 27r, c'est faire un tour complet : on revient au méme point.

Donc cos(z + 2m) = cos z et sin(x + 27) = sin  : cosinus et sinus sont PERIODIQUES de période 2.
(2 + W) cos il 1
cos(2mr+ =) = - = —.
3 3 \2/_
s ™ 2
sin | — +27r) =sin— = —.
( 4 4 2
(W 271') cos & V3
cos | = — = - = —.
6 6 2
., Seul un tour COMPLET (27) raméne au méme point. Un demi-tour (7r) méne au point opposé.

2m + 1/3 : un tour, puis /3

n
sin 2

wig

V312 f---3

cos

N|=
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9. On relie chaque réel a un réel du premier quadrant par une symétrie.

5T s . T . ]
F =T — E : symétrique de E par rapport a I'axe des ordonnées.
5 5 T V3 - 5 o1
ONCCOS — = —COS — = ——— etsin — = sin — = —.
6 2 6 6 2
i T . T
? =T+ E : symétrique de E par rapport au centre 0.
5 T T V3
ONCCOS — = —COS — = — —.
6 2
21 osi . . 21 . 27
—— :le sinus est impair, sin | —— | = —sin —.
3 P 3 3
o 27 ™ g . 2w T V3
r— =m— —,doncsin— =sin - = —.
3 3 3 2

Finalement sin (— 5
e : o™ . e 2T . N
 Vérification des signes : — est en haut a gauche (cos négatif, sin positif), — ? en bas a gauche (sin négatif).

o
in 2

ol

cos

LD

2

10. On utilise cos? z + sin’z = 1.

2
sin2m:1—<§> =1 o _ 16

5 25 25
Donc sin x ou sin x 4
= -ou = —-,
5 5
Comme x € [—7r; 0}, le point image est sous I'axe des abscisses : son ordonnée est négative.
4
Doncsinx = ——.
5
@1- g = g est faux : ce sont les CARRES qui s'ajoutent, pas les nombres.

., Sans l'intervalle, on ne pourrait pas choisir entre les deux valeurs.

Ly
2

11. On retire (ou on ajoute) des tours complets. Un tour vaut 27r.

3ITW:untourvaut%r,et31:5><6+1.Donc:31T7r :§—|—5><27r.
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31w s 1
COS — = COS — = —.
3 3 2

177 8

17_7r+167r T
4 4 4

_T : un tour vaut —7T. On AJOUTE deux tours : —

sin (—%) — sin (—%) - —?.

20277 = 7w+ 20267 = 7w+ 1013 X 27 : on retire 1013 tours.
cos(20277) = cosm = —1.
{» Pour k, il suffit de savoir si k est pair (on est en I, cos = 1) ou impair (point opposé, cos = —1).

31n/3 =n/3 + 5 tours

e
(L]

V32 g --

cos

N|=

Ly
2

12. | Défi : remonter du cosinus au réel
1 1
a) On cherche les points du cercle d'abscisse 5 : on trace la droite verticale ¢ = 5

Elle coupe le cercle en DEUX points, symétriques par rapport a I'axe des abscisses.

. . s T 57
Le premier est I'image de —. Le second, celle de —3 soit 27 — 3= 3 dans [0; 27
Soluti T 51
olutions: = —oux = —.
3 3
2
b) On cherche les points d'ordonnée ——— : la droite horizontale coupe le cercle sous I'axe, en deux points.
T T T I
Cesontlesimagesde m + — = — etde 27 — — = —.
4 4 4
Solutions : x o™ ouzx T
o} T = — = —.
4 4

@ L'oubli classique : ne donner qu'une solution. Une droite coupe le cercle deux fois (sauf en £-1).

(SE]

sin

o
3

1
(JE]

13. a) La courbe passe par (0;1) : cos0 = 1. En & &~ 3,14, elle est a son plus bas : cosm = —1.
b) La courbe coupe I'axe des abscisses deux fois sur [0; 27] : vers 1,57 et vers 4,71.

T 37
Ce sont 5 et —. Sur le cercle, ce sont les points du haut et du bas, d'abscisse nulle.

c) Le motif recommence au bout de 27 ~ 6,28.
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C'est la périodicité : « et  + 27 ont le méme point image, donc le méme cosinus.
{» La courbe « déroule » le cercle : quand le point fait un tour, la courbe dessine une vague compléte.

n
sin 2
1
™ 0
o cos
3n
2

14. Le mur, le sol et I'échelle forment un triangle rectangle ; I'échelle en est I'hypoténuse.
V3 53

, T
a) La hauteur est le cot¢ OPPOSE a l'angle : h = 5 X sin g =5 X — = - ~ 4,33 m.

T
b) La distance au mur est le cdté ADJACENT : d = 5 X cos 3 =5 X 3= 2.5m.

2
5v/3
v Veérification par Pythagore : 2,5% + (T\/_> = 6,25 + 18,75 = 25 = 52,

1> C'est le cercle trigonométrique agrandi 5 fois : I'échelle joue le réle du rayon.

sin

132 g - -

cos

N|=

Ly
2

™
15. a) Z c'est la moitié du quart de tour : M est sur la bissectrice des axes, la droite d'équation Yy =
s . T
Son abscisse et son ordonnée sont donc égales : cos Z = sin Z On note ¢ ce nombre.

T oW
b) cos? 1 +sin? — = 1 devientc? + ¢ = 1,s0it 2¢2 = letc? = 5

1 1
M est dans le premier quadrant, donce > 0:¢c = \/t = —.
2 V2
2
On multiplie en haut et en bas par \/5 c= %
T T /2
Donc cos — = sin — = — ~ 0,71.
4 4 2 ’

{» Deux idées suffisent : la symétrie (a) et Pythagore (b).
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(JJE]

sin

cos

Ly
2

16. Démontrer cos(n/3)

a) OI = OM = 1 (deux rayons) : le triangle OI M est isocéle en O.

Son angle en O vaut g c'est-a-dire 60°.

Les deux autres angles sont égaux et font ensemble 180° — 60° = 120° : chacun vaut 60°.

Trois angles de 60° : le triangle est équilatéral.

b) Dans un triangle équilatéral, la hauteur issue de M est aussi une médiane : elle coupe [OI] en son milieu.
1 ™ T 1
Donc OH = —, et comme cos — est I'abscisse de M, c'est-a-dire OH : cos 3 3

2
meT o (L) 23
c)sm3—1 <2> =1

3 3
M est au-dessus de I'axe, donc sin% > 0: sing = \/; = g

{» Toute la table des valeurs remarquables sort de deux figures : le triangle équilatéral (ici) et le carré coupé en deux (exercice 15).

sin

1312 f - -2

cos

N|=

Ly
2

17. La grande roue
a) Un quart de tour, c'est & = T :h =70+ 60 x sin g =70+ 60 x 1 = 130 m. C'est le sommet.

s T . I .o 1
b) — =7+ —<:sin— = —sin - = ——.

6 6 16 6 2
h =170+ 60 x (—§> =70—-30=40m.

137 = . o
c) — = — + 27 : la roue a fait un tour complet, puis E

6 6 T
h:70+60><singz70+302100m.

—

d) 70 + 60 sin z = 100 donne 60 sin z = 30, soitsinxz = =.

[\V]

. 1 , T T bmw
Sur le cercle, deux points ont pour ordonnée 5 :lesimages de — etde 7 — 8 = ?

™ ™
La nacelle esta 100 m pour x = E (en montant) et pour x = F (en redescendant).

{» Laroue EST un cercle trigonométrique, agrandi 60 fois et posé a 70 m du sol.
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m

2

ey

cos

2

18. Approcher m comme Archimeéde
a) Le périmétre de I'nexagone vaut 6, son demi-périmétre 3.
Chaque cbté est un segment, plus court que I'arc de cercle qu'il joint. Donc le demi-périmetre de I'hexagone est plus petit que celui

du cercle, quivaut m: 3 < 7.

27
b) Le triangle OAB estisocele en O (OA = OB = 1). Son angle en O vaut —, car les n angles au centre font un tour.

"o

La hauteur issue de O coupe [AB] en son milieu K et l'angle en deux : AOK = —.
n

T
Dans le triangle O AK rectangle en K, d'hypoténuse OA = 1: AK = sin —.
n

T

Donc AB =2 AK = 2sin —.

n
c)Pourn =12 :12sin 17T—2 ~ 12 x 0,258819 ~ 3,1058. (Calculatrice en mode RADIAN.)
d) Les deux bornes commencent par 3,14, puis différent (3,1410 et 3,1428). L'encadrement garantit deux décimales : 7w ~ 3,14.

{» Plus n est grand, plus le polygone colle au cercle : c'est I'idée d'une limite, 2 200 ans avant qu'on la nomme.

19. La marée

a) h(0) =5+ 3cos0 =5+ 3 = 8 m: c'est la marée haute.

h(6) =54 3cosm =5 — 3 = 2 m: la marée basse, six heures plus tard.
h(12) = 5 4 3 cos(27) = 8 m : de nouveau la marée haute.

t4 12 ¢
b)h(t+12):5+3cos%_5+3cos <%—|—27r>.

i
Ajouter 27 ne change pas le cosinus : h(t + 12) = 5 + 3 cos rie h(t).
La hauteur d'eau se répéte toutes les 12 heures : h est périodique de période 12.

1
O R(2) =5+3cos—=5+3x ==65m.
3 2
47 47 T 4 1
h(8) =95+ 3cos ?Or? =7+ g,dOﬂCCOS? = —5 eth(8) =5— 1,5: 3,5 m.
d) h(30) = 5+ 3cos(bm). 5w = 7 + 2 X 27 : cos(5m) = cosm = —1.

h(30) = 2 m: c'est une marée basse.
A, Un modele simplifié : la vraie période d'une marée est d'environ 12 h 25 min.
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20. Le réel de I'année

20267 10137
a) On simplifie d'abord : 5 = 3

6
Un tour vaut 27 = ?ﬁ On divise 1013 par 6 : 1013 = 6 x 168 + 5.

5 5
Donc z = - 4 168 x 2, avec a = ?ﬂetk: 168.

5T T T
b) ? =27 — § : le point image est le symétrique de celui de § par rapport a I'axe des abscisses. Il est dans le quatrieme

quadrant (en bas a droite).

V3

T 1 .
c) Méme abscisse que 5 ordonnée opposée : Cos & = 5 etsinx = —7.

1
d) £ + 7 méne au point diamétralement opposé : cos(a: —+ 7r) = —cosx = —5.

V3

Le sinus est impair : sin(—z) = —sinz = 5

 Signes : bas a droite, cosinus positif et sinus négatif. C'est cohérent.

20261/6 = 5m1/3 + 168 tours

]

N|=

cos
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